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摘要 本作业探讨了正则条件概率的概念, 重点关注其存在性与唯一性. [Röc16]并未给出存
在性与唯一性的证明, 因此, 严谨地补全这些证明成为本次作业的核心内容.
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1 前言

在上学期的 概率论（双语）学习过程中, 求是书院的同学们使用教材 [李贤平 97] 学习概率
论. 该教材并未采用测度论的语言引入概率论, 也没有涉及条件期望的概念. 然而, 在本学期第二
周的 数理统计课程证明中, 教材 [韦来生 15] 中出现了以条件概率积分形式给出的条件期望. 这
让我猜测, 教材 [韦来生 15] 中提到的条件期望, 应该与我们上学期在 [Röc16] 中学习到的内容是
一致的. 经过与同学们讨论, 大家始终未能得出令人满意的结论. 直到第四周的 概率论选讲课程
中, 正则条件概率的概念被简要介绍, 但 [Röc16] 认为该主题与后续课程内容关联不大, 因而未作
深入讨论. 因此, 我决定将这一主题作为本次期末作业的研究重点.

∗最后更新于 2025-07-02.
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2 正则条件概率

在课上的讨论中, 我们注意到条件概率

P [A | A0] := E[IA | A0]

在几乎处处意义下具有以下性质:

0 ≤ P [A | A0] ≤ 1

P [∅ | A0] = 0; P [Ω | A0] = 1

对于两两无交的 An, n ∈ N,

P [
∞∪

n=1

An | A0] =
∞∑

n=1

P [An | A0]

然而, 这里的零测集依赖于每一个可测集 A, 并不存在一个对所有 A 都适用的” 通用” 零测
集, 使得条件概率 P [A | A0] 对 A 成为一个概率测度. 这促使我们寻求一种更精细的方式, 以更
强的意义刻画 P [A | A0].

定义 1（概率核） 设 (Ω,A) 和 (Ω′,A′) 是一对可测空间. 若函数 K : Ω×A′ → [0, 1] 满足:

• 对于任意 A′ ∈ A′, 映射 ω 7→ K(ω,A′) 是 A-可测的;

• 对于任意 ω ∈ Ω, 映射 A′ 7→ K(ω,A′) 是 (Ω′,A′) 上的概率测度.

则称 K 为概率核（Probability Kernel）.

为了获得理想的” 条件概率”, 我们需要在结构更良好的空间中进行工作, 在这样的空间里上
述构造才能被严格地定义.

定义 2（标准 Borel 空间） 如果可测空间 (Ω,A) 上存在一个完备度量 d, 使得 (Ω, d) 是可
分度量空间,并且 A是由该拓扑生成的 Borel σ-代数,则称 (Ω,A)为标准 Borel 空间（Standard
Borel Space）.

命题 1（正则条件概率） 参见 [Röc16, Proposition 5.4.3]
设 (Ω,A) 是标准 Borel 空间, P 是 (Ω,A) 上的概率测度. 则对于每个子 σ-代数 A0 ⊆ A, 存

在从 (Ω,A0) 到 (Ω,A) 的概率核 KA0
, 使得对所有 A ∈ A, 有:

KA0
(ω,A) = P [A | A0](ω) 对 P -几乎处处的ω ∈ Ω.

其中例外集可能依赖于 A.
若 K̃A0

也是从 (Ω,A0) 到 (Ω,A) 的概率核, 并满足同样的性质, 则存在 P -零测集 N ∈ A,
使得对每个 ω ∈ Ω \N 及每个 A ∈ A, 有:

KA0
(ω,A) = K̃A0

(ω,A) 对所有A ∈ A.

KA0
(ω,A) 被称为由 A0 给定的正则条件概率.
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3 正则条件概率的存在性

在给出证明之前, 我们先陈述并证明后续论证所需的一些引理和定理.

引理 1（Doob-Dynkin 引理） 设 (Ω,A, P ) 是概率空间, X : Ω → S 是从 Ω 到可测空间
(S,S) 的可测函数. 如果 f : Ω → R 是 σ(X)-可测的, 则存在可测函数 g : S → R, 使得 f = g ◦X
几乎处处成立.

引理 1 的证明 设 f : Ω → R 是 σ(X)-可测的, 其中 X : Ω → S 可测.

第一步: σ(X) 的结构

由 X 生成的 σ-代数为
σ(X) = {X−1(B) : B ∈ S}.

由于 f 是 σ(X)-可测的, 对于任意 Borel 集 B ⊆ R, 有

f−1(B) ∈ σ(X).

因此, 存在 AB ∈ S, 使得
f−1(B) = X−1(AB).

这定义了一个从 R 的 Borel 集到 S 的映射 B 7→ AB. 为保证一致性, 该映射需保持集合运算（如
并、交、补）, 这由 f−1 和 X−1 都是 σ-同态所保证.

第二步: 用有理区间构造 g

定义 g : S → R. 对每个有理数 r ∈ Q, 设

Ar = A(−∞,r] ∈ S,

其中 A(−∞,r] 满足 f−1((−∞, r]) = X−1(Ar).
对 s ∈ S, 定义

g(s) = inf{r ∈ Q : s ∈ Ar}.

该下确界是良定义的, 因为:

• 对任意 s ∈ S, 由于 f(ω) ∈ R, 必有某个 r ∈ Q 使 f(ω) ≤ r, 从而 X(ω) ∈ Ar.
• 集合 {r ∈ Q : s ∈ Ar} 有下界.

第三步: 验证 f = g ◦X 几乎处处成立

对 ω ∈ Ω, 我们断言 f(ω) = g(X(ω)), 除了一个 P -零测集外.

• 若 f(ω) ≤ r, r ∈ Q:

– f(ω) ≤ r, 则 ω ∈ f−1((−∞, r]) = X−1(Ar), 即 X(ω) ∈ Ar, 故 g(X(ω)) ≤ r.

– 反之, 若 X(ω) ∈ Ar, 则 g(X(ω)) ≤ r, 即 f(ω) ≤ r.

• 若 f(ω) > r, r ∈ Q:

– f(ω) > r, 则 ω /∈ f−1((−∞, r]) = X−1(Ar), 即 X(ω) /∈ Ar, 故 g(X(ω)) > r.

因此, g(X(ω)) ≤ f(ω) 且 g(X(ω)) ≥ f(ω), 除了 f(ω) 6= g(X(ω)) 的零测集外. 由于 f 和
g ◦X 都是可测的, 集合 {ω : f(ω) 6= g(X(ω))} 可测且测度为零.
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第四步: g 的可测性

要证明 g 是 S-可测的, 对任意 a ∈ R, 需有 {s ∈ S : g(s) ≤ a} ∈ S.

• a 为有理数时:
{s ∈ S : g(s) ≤ a} =

∩
r∈Q
r<a

Ac
r ∪Aa.

这由 g 的定义可得.

• a 为任意实数时: 用递减有理数列 {rn} 逼近 a, 则

{s ∈ S : g(s) ≤ a} =

∞∩
n=1

Arn .

每个 Arn ∈ S, 可数交仍在 S 中.

因此, g 是 S-可测的.

第五步: 零测集上的唯一性

若 g′ 也是满足 f = g′ ◦X 几乎处处的可测函数, 则 g(X(ω)) = g′(X(ω)) 对 P -几乎处处 ω

成立. 由于 X 可测, PX = P ◦X−1, 故 g = g′ 在 PX-几乎处处成立.
综上, 构造了可测函数 g : S → R, 使 f = g ◦X 几乎处处成立, 证毕.

注记 Doob-Dynkin 引理说明, 任何 σ(X)-可测函数 f 都可以表示为 f = g ◦X, 其中 g 是
某个可测函数. 在正则条件概率的背景下, 这意味着条件期望 E[1A | A0] 作为 A0-可测函数, 可以
表示为某个生成随机变量 η（如 η(ω) = ω）的函数. 这为构造核 KA0

(ω,A) 提供了基础, 使其成
为 ω 的可测函数, 并满足所需的性质.

定理 1（Carathéodory 扩张定理） 设 C 是集合 Ω 上的一个代数, µ0 : C → [0,∞] 是一个
可数可加的前测度（pre-measure）. 则存在一个测度 µ, 定义在由 C 生成的 σ-代数 A = σ(C) 上,
并且 µ|C = µ0. 此外, 若 µ0 是 σ-有限的, 则该扩张是唯一的.

定理 1 的证明 设 C 是 Ω 上的一个集合代数, µ0 : C → [0,∞] 是可数可加的前测度.

第一步: 外测度的构造

对任意 E ⊆ Ω, 定义外测度 µ∗:

µ∗(E) = inf
{

∞∑
n=1

µ0(Cn) : E ⊆
∞∪

n=1

Cn, Cn ∈ C

}
.

可验证 µ∗ 满足外测度的三条性质:

• 单调性: 若 A ⊆ B, 则 B 的任意覆盖也是 A 的覆盖, 故 µ∗(A) ≤ µ∗(B).

• 可列次可加性: 对任意 {An},分别取 {Cn,k}∞k=1 覆盖 An 且
∑∞

k=1 µ0(Cn,k) ≤ µ∗(An)+ϵ/2n.
则
∪

n,k Cn,k 覆盖
∪

n An, 且
∑

n,k µ0(Cn,k) ≤
∑

n µ
∗(An) + ϵ. 令 ϵ → 0 得 µ∗(

∪
n An) ≤∑

n µ
∗(An).

• 空集: µ∗(∅) = 0, 因 ∅ ⊆ ∅ 且 µ0(∅) = 0.
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第二步: Carathéodory 可测集

称 A ⊆ Ω 是 µ∗-可测的, 若对任意 E ⊆ Ω,

µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A).

记所有 µ∗-可测集为 A. 可证明 A 是 σ-代数:

• 对补封闭: 若 A ∈ A, 则 Ac 也满足同样条件.

• 对可列并封闭: 先对有限并用归纳法证明, 再对可列并用极限逼近.

第三步: 限制在 A 上是测度

将 µ = µ∗|A, 可验证其为测度:

• 对任意两两不交的 {An} ⊆ A, 由可列次可加性有 µ∗(
∪

n An) ≤
∑

n µ
∗(An).

• 反向不等式: 对有限并用 Carathéodory 条件递归证明 µ∗(
∪N

n=1 An) =
∑N

n=1 µ
∗(An), 再令

N → ∞ 得可列可加性.

第四步: 扩张性质

对 C ∈ C, 需证 C 是 µ∗-可测集且 µ∗(C) = µ0(C):

• 可测性: 对任意 E ⊆ Ω, 设 {Cn} 覆盖 E, 则 Cn ∩ C, Cn \ C ∈ C, 且 µ0(Cn) = µ0(Cn ∩
C) + µ0(Cn \ C). 两边求和得

∑
n µ0(Cn) ≥ µ∗(E ∩ C) + µ∗(E \ C), 对所有覆盖取下确界

得 µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩ C) + µ∗(E \ C).

• 等式: 由定义 µ∗(C) ≤ µ0(C). 反向不等式: 若 C ⊆
∪

n Cn, 则 µ0(C) ≤
∑

n µ0(Cn ∩ C) ≤∑
n µ0(Cn), 取下确界得 µ∗(C) ≥ µ0(C).

第五步: 唯一性

若 µ0 是 σ-有限的, 则扩张唯一. 设 ν 也是 A 上的测度且 ν|C = µ0:

• 用 π-λ 定理:

C 是 π-系统（对有限交封闭）.

– 集合 {A ∈ A : µ(A) = ν(A)} 是 λ-系统.

– µ 与 ν 在 C 上一致, 故在 σ(C) 上一致.

• σ-有限性: Ω =
∪

n Ωn, µ0(Ωn) < ∞. 对任意 A ∈ A, µ(A ∩ Ωn) = ν(A ∩ Ωn), 故 µ(A) =

limn→∞ µ(A ∩ Ωn) = ν(A).

注记 Carathéodory 扩张定理保证: 只要前测度在代数上是 σ-有限的, 就能唯一地将其扩
张为生成的 σ-代数上的测度. 在正则条件概率存在性的证明中, 这一结论确保了定义在可数生成
集 C 上的有限可加映射 fA(ω) = E[1A | A0](ω) 能唯一扩张为 A 上的概率测度 KA0

(ω, ·). 这一
步骤对于严谨构造正则条件概率核至关重要.
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定理 2 [KK02, Theorem 6.3]
对于任意 Borel 空间 S 和可测空间 T , 设 ξ 和 η 分别为 S 和 T 中的随机元. 则存在从 T 到

S 的概率核 µ, 使得
P[ξ ∈ · | η] = µ(η, ·) a.e. L(η),

且 µ 在 L(η) 几乎处处唯一.

定理 2 的证明 我们可以假设 S ∈ B(R). 对每个 r ∈ Q, 可以选取某个可测函数 fr =

f(·, r) : T → [0, 1], 使得
f(η, r) = P[ξ ≤ r | η] a.e., r ∈ Q. (1)

令 A 为所有 t ∈ T 使得 f(t, r) 关于 r ∈ Q 单调递增, 且在 ±∞ 处极限分别为 1 和 0 的集
合. 由于 A 由可数个可测条件刻画, 且这些条件在 η 上几乎处处成立, 故 A ∈ T 且 η ∈ A 几乎
处处成立. 现在定义

F (t, x) = 1A(t) inf
r>x

f(t, r) + 1Ac(t)1{x ≥ 0}, x ∈ R, t ∈ T,

注意到对每个 t ∈ T , F (t, ·) 是 R 上的分布函数. 因此, 由命题 ~??, 存在概率测度 m(t, ·) 使得

m(t, (−∞, x]) = F (t, x), x ∈ R, t ∈ T.

对每个 x, F (t, x) 显然关于 t 可测, 通过单调类论证可得 m 是从 T 到 R 的概率核.
由式 1 及 Eη 的单调收敛性质, 有

m(η, (−∞, x]) = F (η, x) = P[ξ ≤ x | η] a.e., x ∈ R.

利用单调类论证和几乎处处的单调收敛性质, 可将上述关系推广为

m(η,B) = P[ξ ∈ B | η] a.e., B ∈ B(R). (2)

特别地, m(η, Sc) = 0 几乎处处成立, 因此在 S = B ∩ S 上, 令

µ(t, ·) = m(t, ·)1{m(t, S) = 1}+ δs1{m(t, S) < 1}, t ∈ T,

其中 s ∈ S 任取, 则式 2 对 µ 依然成立. 如果 µ′ 是另一个满足条件的核, 则有

µ(η, (−∞, r]) = P[ξ ≤ r | η] = µ′(η, (−∞, r]) a.e., r ∈ Q,

再由单调类论证可得 µ(η, ·) = µ′(η, ·) 几乎处处成立.

正则条件概率存在性的证明 设 (Ω,A) 是标准 Borel 空间, P 是其上的概率测度, A0 ⊆ A
是子 σ-代数.

第一步: 可数生成集与条件期望

由于 (Ω,A) 是标准 Borel 空间, 存在使 A 成为 Borel σ-代数的 Polish 拓扑. 标准 Borel 空
间的一个重要性质是: 对任意子 σ-代数, 概率测度都存在正则条件概率.
取 C 为生成 A 的可数 π-系统. 对每个 A ∈ C, 条件期望 E[1A | A0] 存在且为 A0-可测函数,

P -几乎处处唯一. 由 Doob-Dynkin引理（见引理 1）,对每个 A ∈ C,存在可测函数 fA : Ω → [0, 1],
使得

E[1A | A0] = fA ◦ η 几乎处处,

其中 η 是生成 A0 的可测函数（如 η(ω) = ω）.
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第二步: 通过扩张构造概率核

对每个固定 ω ∈ Ω, 定义 fA(ω), A ∈ C. 映射 A 7→ fA(ω) 满足:

• 有限可加性: 若 A1, A2 ∈ C 且互不相交, 则 fA1∪A2
(ω) = fA1

(ω) + fA2
(ω);

• 非负性: fA(ω) ≥ 0;

• 归一性: fΩ(ω) = 1.

要将 fA(ω) 扩张为 (Ω,A) 上的概率测度, 可用 Carathéodory 扩张定理（见定理 1）. 由于
C 是 π-系统, 若 fA(ω) 在 C 上可数可加, 则扩张唯一. 这可由主导收敛定理和 C 生成 A 得到.
因此, 对 P -几乎处处的 ω, 存在唯一的概率测度 KA0

(ω, ·), 使得

KA0
(ω,A) = fA(ω), ∀A ∈ C.

第三步: 概率核的可测性

对每个 A ∈ A, 映射 ω 7→ KA0
(ω,A) 需为 A0-可测. 由于 C 生成 A, 可用 π-λ 定理: - 设

L = {A ∈ A : KA0
(·, A) 是A0-可测}; - L 是包含 C 的 λ-系统, 故 L = A.

第四步: 联合可测性

由定理 2, 存在从 A0 到 A 的概率核 µ, 使得

P[ξ ∈ · | η] = µ(η, ·) 几乎处处,

其中 ξ, η 是 Ω上的随机元. 此处 µ(η(ω), A) = KA0
(ω,A), P -几乎处处成立. (ω,A) 7→ KA0

(ω,A)

的联合可测性由可数生成集 C 的构造和 µ 的唯一性保证.

第五步: 条件概率的验证

对所有 A ∈ A, KA0
(ω,A) 满足:

• 可测性: KA0
(·, A) 是 A0-可测;

• 积分公式: 对任意 B ∈ A0, ∫
B

KA0
(ω,A) dP (ω) = P (A ∩B).

该式对 A ∈ C 成立, 由 π-λ 定理推广到所有 A ∈ A.

因此, KA0
是正则条件概率核.

参见 [BR07] 和 [KK02].

因此, 在标准 Borel 空间中, 对于任意子 σ-代数 A0, 正则条件概率总是存在的.

注记 标准 Borel 空间的假设是至关重要的. 对于一般的可测空间, 正则条件概率可能并不
存在.
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4 正则条件概率的唯一性

正则条件概率在 P -零测集意义下是唯一的. 即, 如果 KA0
和 K̃A0

都是关于 A0 的正则条件
概率, 则存在 P -零测集 N , 使得对所有 ω /∈ N 及所有 A ∈ A,

KA0
(ω,A) = K̃A0

(ω,A).

这意味着正则条件概率在本质上是唯一的: 任意两个版本在概率为零的集合之外都一致.

正则条件概率唯一性的证明 设 KA0
和 K̃A0

是关于 A0 的两个正则条件概率. 对每个 A ∈
A, 定义

NA = {ω ∈ Ω : KA0
(ω,A) 6= K̃A0

(ω,A)}.

第一步: 可数生成集上的零测集

由正则条件概率的定义, KA0
(·, A) 和 K̃A0

(·, A) 都是 E[1A | A0] 的版本, 因此 P -几乎处处相
等, 即 P (NA) = 0.
由于 A 是标准 Borel, 存在可数 π-系统 C 生成 A. 定义

N =
∪
A∈C

NA.

C 可数, N 是可数个 P -零测集的并, 故 P (N) = 0.

第二步: π-λ 定理推广到整个 σ-代数

对任意 ω /∈ N , 定义

Dω = {A ∈ A : KA0
(ω,A) = K̃A0

(ω,A)}.

Dω 是包含 C 的 λ-系统:

• 包含全集: KA0
(ω,Ω) = 1 = K̃A0

(ω,Ω), 故 Ω ∈ Dω.

• 对可列不交并封闭: 若 An ∈ Dω 两两不交, 则

KA0

(
ω,

∞∪
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

KA0
(ω,An) =

∞∑
n=1

K̃A0
(ω,An) = K̃A0

(
ω,

∞∪
n=1

An

)
.

• 对补集封闭: 若 A ∈ Dω, 则

KA0
(ω,Ac) = 1−KA0

(ω,A) = 1− K̃A0
(ω,A) = K̃A0

(ω,Ac).

由于 C ⊆ Dω 且 C 是 π-系统, π-λ 定理得 A ⊆ Dω. 因此对所有 ω /∈ N 及 A ∈ A, 有
KA0

(ω,A) = K̃A0
(ω,A).

N 是 P -零测集, 故正则条件概率在 P -几乎处处唯一.

注记 这一唯一性性质确保, 尽管正则条件概率在每一点上未必唯一, 但任意两个版本在
P -几乎处处都一致.
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至此, 我们已经证明了条件概率可以提升为更精细的版本（即正则条件概率）, 它本身是一个
概率测度. 这使得我们可以以它为测度定义积分.
接下来, 我们将证明: 以正则条件概率为测度的积分运算, 恰好与条件期望一致.

定理 3（条件期望的积分表示） 设 (Ω,A, P ) 是一个概率空间, A0 ⊆ A 是一个子 σ-代数,
K(ω,A) 是一个概率核, 满足 K(ω,A) = E[1A | A0](ω) 即是说, 对于所有 A ∈ A. 那么对于所有
可积随机变量 X, 它的条件期望满足:

E[X | A0](ω) =

∫
Ω

X(ω′)K(ω, dω′) a.e. P.

定理 3的证明

第一步: 示性函数

设 X = 1A 关于 A ∈ A. 由正则条件概率的定义有:

E[1A | A0](ω) = K(ω,A) =

∫
Ω

1A(ω
′)K(ω, dω′) a.e. P.

第二步: 简单函数

设 X =
∑n

i=1 ai1Ai
关于 Ai ∈ A, ai ∈ R. 由条件期望与积分的线性性有:

E[X | A0](ω) =
n∑

i=1

aiE[1Ai
| A0](ω) =

n∑
i=1

ai

∫
Ω

1Ai
(ω′)K(ω, dω′) =

∫
Ω

X(ω′)K(ω, dω′).

第三步: 非负可积函数

设 X ≥ 0 是可测函数. 取简单函数单调列 Xn ↑ X. 由 Levi 单调收敛定理:

• E[Xn | A0] ↑ E[X | A0] a.e.

•
∫
XnK(ω, dω′) ↑

∫
XK(ω, dω′).

因此:

E[X | A0](ω) = lim
n→∞

E[Xn | A0](ω) = lim
n→∞

∫
XnK(ω, dω′) =

∫
XK(ω, dω′) a.e. P.

第四步: 一般可积函数

对于任意可积函数 X, 可分解为 X = X+ −X− 其中 X± ≥ 0. 由第三步:

E[X | A0] = E[X+ | A0]−E[X− | A0] =

∫
X+K(ω, dω′)−

∫
X−K(ω, dω′) =

∫
XK(ω, dω′) a.e. P.

Step 5: 可测性与唯一性

• 可测性: 根据概率核 K 的构造, 积分
∫
XK(ω, dω′) 是 A0-可测的.

• 唯一性: 正则条件概率是一致的在 P -几乎处处的意义下, 确保了积分表示也是几乎处处一
致的.
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通过本次作业的研究, 我们系统梳理了 Regular Conditional Probability 的构造逻辑, 并严格
证明了其在标准 Borel 空间下的存在性与唯一性. 这一结果表明, 在满足良好拓扑结构的测度空
间中, 条件概率可以被提升为一个关于样本点 ω 的概率测度核 KA0

(ω,A) , 从而避免了传统条件
概率定义中因依赖于事件 A 而导致的” 零测集选取问题”. 这一结论为条件期望的积分表示提供
了严格的数学基础.
然而, 正则条件概率的构造对空间的结构性质具有强依赖性. 若放宽至一般可测空间, 此类

核的存在性可能失效.
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